SU ALCUNE
FORMULAZIONI MATEMATICHE
DELLA COMPLESSITA

Stefano Isola

Per lungo tempo, qualificare qualcosa in termini di complessita
é servito essenzialmente ad indicare una difficoltd di comprensione
o di realizzazione. Accanto a quest’uso negativo, I'invocazione del-
la complessita ha spesso assunto il carattere di una pseudo-spiega-
zione, ha cioé consentito, e talvolta consente tuttora, di giustificare
I’assenza di una teoria e di supplire in qualche modo all’insuffi-
cienza delle spiegazioni. Un elemento importante nella storia re-
cente delle scienze della natura é costituito dal fatto che la comples-
sitd, cessando di essere una pura invocazione, sia divenuta un pro-
blema, un oggetto di studio in sé e per sé.

Un po’ schematicamente possiamo dire che la complessita, come
il caos, si oppone all’ordine, alla semplicita. D’altra parte, mentre
esiste una definizione matematica precisa di che cosa sia un sistema
caotico, é meno evidente che cosa significhi per un sistema essere
“complesso”. In particolare risulta assai arduo immaginare una de-
finizione, che possa essere formalizzata matematicamente, in grado
di contenere tutti i significati che normalmente associamo a questa
parola. Talvolta pud essere difficile persino mettersi d’accordo sul
carattere intuitivamente semplice o complesso di qualcosa. Possia-
mo facilmente trovarci tutti partecipi dell’intuizione che la struttu-
ra di una fuga di Bach sia piu complessa tanto della mera succes-
sione delle note lungo la scala cromatica quanto di una successione
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te di oggetti gia formalizzati in partenza. D’altra parte, un partico-
lare automa pud a sua volta costituire un modello matematico
astratto di un oggetto da indagare. Cié pud accadere ad esempio
quando I’oggetto in questione sia riconducibile ad un insieme di
“proprieta” espresse in un linguaggio formale.? Se ad esempio I’og-
getto & la struttura di una sequenza di DNA, cioé la successione del-
le coppie di basi che la compongono (adenina = A, citosina = C, gua-
nina = G, timina = T), il successo di una simile operazione, per altro
ancora molto lontano, consisterebbe nella costruzione di un auto-
ma, o equivalentemente di un linguaggio formale, in grado di “rico-
noscere”, e dunque di riprodurre, le regole “grammaticali” che go-
vernano la successione delle basi lungo la sequenza. Cio fornirebbe
evidentemente una “spiegazione” della struttura della sequenza di
DNA, in altre parole potremmo dire di aver “compreso” il nostro
oggetto d’indagine, o perlomeno alcune sue regole strutturali.>
Qualcuno potrebbe dire che una volta spiegato un oggetto non é
piu complesso. Cié equivale ad attribuire alla nozione di comples-
sita un carattere puramente gnoseologico, pensarla cioe unicamente
come un attributo della conoscenza, o meglio della non-conoscenza,
di un oggetto da parte di un soggetto. A mio avviso, questo punto di
vista, se assunto come punto di partenza, non porta a cogliere gli
aspetti veramente interessanti della pratica scientifica contempora-
nea che a tale nozione possono essere associati. Al contrario, come
vedremo, & proprio il tentativo di stabilire nozioni “oggettive” ed
“operative” della complessita, come cioé di una “grandezza™ misu-
rabile da attribuire ad un oggetto d’indagine, che provoca I’aper-

4 Un linguaggio formale pud essere definito come 'insieme di tutte le configurazioni sim-
boliche, cioeé delle sequenze di simboli scritte in un qualche alfabeto finito, che un dato auto-
ma pub generare. Un linguaggio formale si oppone al linguaggio naturale per il fatto che la
sintassi vi € strettamente definita. In altre parole, la corrispondenza tra i simboli, le parole,
ecc., ed il loro significato, ossia il modo di usarli per formare le parole, le frasi, ecc., & priva
di qualsiveglis ambiguita. Proprio questo fatto rende un linguaggio formale una struttura
totalmente priva di contenuto semantico a priori, e quindi suscettibile di determinare nel
modo pil rigoroso un modello formale analizzabile matematicamente.

S Un altro aspetto importante sarebbe la conoscenza delle sue proprieta statistiche, ossia
delle frequenze di apparizione delle varie sottosequenze, piti 0 meno elementari, che com-
pobngono 'intera sequenza.
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che in un senso un po’ vago si possono considerare prossimi alla li-
nea di confine tra vivente ed artificiale, mi riferisco a certe classi di
automi studiati nell’ambito dell’intelligenza artificiale, come le reti
di neuroni ed altri dispositivi in grado di riprodurre, formalmente,
alcune proprieta dei sistemi viventi, come la riproduzione, la cre-
scita, la metabolizzazione e/o I’apprendimento (nel senso di elabo-
razione di materiale e/o informazione proveniente dall’esterno del
sistema). Ma perché questi sistemi vengono considerati “comples-
81”? Vediamo come certe caratteristiche generali comuni a tutti que-
sti esempi possono essere individuate all’*origine” di un comporta-
mento complesso, e costituire cosi una guida per la formulazione di
“buone domande”.

In primo luogo, un sistema “complesso” & generalmente compo-
sto da molte parti, anche se questa proprieta non é sufficiente di
per 8é. Ad esempio, un certo volume di gas perfetto non é piu com-
plesso del cervello umano anche se puo avere pit molecole di quan-
to il cervello non abbia neuroni. Vale osservare come dal punto di
vista della modellizzazione matematica il concetto di “numero di
parti” o “numero di componenti” di un sistema non abbia una rile-
vanza definitiva. Lo stato di un sistema composto di molte (anche
infinite) componenti puo essere talvolta rappresentato con un sin-
golo numero reale. Inversamente, un sistema composto da un solo
punto pud subire un’evoluzione “complessa” che pué essere carat-
terizzata ad esempio specificando il valore assunto da un numero
relativamente elevato di indicatori. In questo senso, 1’essere com-
posto da molte parti non solo non é sufficiente ma non é neppure
necessario per la “complessita”. Quello che conta é la mutua inte-
razione o correlazione tra le parti. Inoltre, per quasi tutti gli esem-
pi citati, tale interazione ha la proprieta di essere “invariante per
traslazione”, ossia non dipende da quale “parte” o da quale parti-
colare insieme di componenti del sistema stiamo osservando.?

8 Nell’ambito delle cosiddette scienze sociali, un “sistema™ che pud presentare caratteri-
stiche qualitative di elevata complessita é 1'economia di ina comunita, considerata a diversi
atadi di sviluppo tecnologico. Osserviamo tuttavia che i cicli e le fluttuazioni di un sistema
economico hanno luago inevitabilmente su un fondo generale di crescita. E appunto queasto
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Cosi, ad esempio, un sistema dinamico discreto, é definito da
una legge di evoluzione che ad ogni istante di tempo determina lo
stato del sistema come funzione unicamente dello stato all’istante
precedente. In questo caso dunque si ha invarianza per traslazione
temporale. Un esempio dove si ha invarianza spaziale ¢ dato dal-
I’insieme degli spin degli atomi di un cristallo ferromagnetico. Infi-
ne, un automa cellulare, é composto da un insieme (una sequenza
lineare, un reticolo bidimensionale o altro ancora) di “cellule di-
screte”, cioé di componenti che possono assumere soltanto un nu-
mero finito di “stati” (contrassegnati da un numero, da una lette-
ra, da un colore o altro) e che “interagiscono” tra di loro a mezzo
di “regole” fissate una volta per tutte e identiche per ogni compo-
nente. Ad ogni generazione, una data cellula assume uno stato che
dipende soltanto dal suo stato e da quello delle cellule con le quali
interagisce, alla generazione precedente, secondo una certa pre-
scrizione. Qui I’'interazione é invariante per traslazione spaziale e
temporale. Nel Gioco della vita, ad esempio, che ha luogo su una
scacchiera bidimensionale, ciascuna “cellula” puo assumere lo sta-
to “morto” (contrassegnato ad esempio dal colore bianco), oppure
“vivo” (nero) ed interagisce soltanto con se stessa e con le sue otto
cellule vicine. Ad ogni generazione, una data cellula sara viva se al-
la generazione precedente tre o quattro delle nove cellule che com-
pongono il suo vicinato erano vive, muore in caso contrario (cioé
per sovraffollamento o per desolazione). E questa “regola™ é la
stessa per tutte le componenti del sistema e per tutte le generazioni.

Ora, uno degli scopi di una teoria scientifica sara a questo pun-
to quello di classificare gli stati del sistema, cioé le sue configura-
zioni globali nello spazio o nel tempo, o in entrambe le dimensioni,

che rende cosi difficile un’analisi quantitativa di tali processi in termini delle idee e delle tec-
niche che verranno brevemente discusse qui. Ad esempio, 1’analogia con un sistema fisico
dissipativo in cui venga immessa, a gradi diversi, energia dall’esterno (ad esempio uno stra-
to di fluido viscoso riscaldato dal basso) ¢ molto forte. Cid suggerisce uno scenario in cui, al
creacere dello sviluppo tecnalogica, &i osserva il passaggio da un comportamento a “cicli” ad
un comportamento “turbolento”, con fluttuazioni irregolari ed ampiamente imprevedibili
(questo sembra propria essere lo stato attuale dell’economia mondiale). D'altra parte, anche
per i motivi elencati sopra, molte conclusioni con tutta evidenza verosimili che si possono
trarre da tale analogia non riescono ancora a trovare una conferma quantitativa.
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nella sua accezione piti generale, si guarda bene dall’essere una no-
zione formalizzata all’interno di una teoria scientifica. In effetti,
come vedremo, esistono alcune definizioni della complessita che
hanno ricevuto un certo grado di formalizzazione proprio al prez-
zo di non considerare esplicitamente questioni di significato, cioé
senza preoccuparsi di sapere in che modo noi comprendiamo né co-
me i significati vengano creati.

«Occorre rendersi conto che il valore della scienza risiede nelle
buone risposte (se possibile semplici) che essa puo dare, piuttosto
che nella profondita dei problemi di cui potrebbe occuparsi. 1l pro-
blema del senso e del significato & evidentemente un problema
profondo e complesso. Tra le altre cose, esso é legato al problema
del funzionamento del nostro cervello, cosa di cui sappiamo assai
poco. Non c’é dunque da meravigliarsi se la scienza di oggi si faccia
carico solamente di aspetti superficiali del problema del significato.
Uno di tali aspetti é lo studio della quantita d’informazione» .13

Ispirati da questa osservazione di Ruelle, fissiamo dunque un
punto vista operativo che forse a qualcuno potra apparire ridutti-
vo ma che di fatto ha aperto, e continua ad aprire, scenari affasci-
nanti ed insospettati. In senso generale e senza coinvolgere esplici-
tamente questioni di significato, diremo che la complessita di un
“oggetto” risulta dalla difficolta nell’eseguire un qualche “compi-
to” relativo a tale oggetto. Ad esempio tale compito pud consistere
nel determinare una descrizione minimale dell’oggetto. Oppure il
compito pué esemplificarsi nel fatto di dover “ricostruire” I’ogget-
to, ovvero predire esattamente le sue caratteristiche, a partire da
una sua descrizione minimale. Da questo punto di vista, esamine-
remo alcuni aspetti piii quantitativi dell’approccio alla comples-
sita. In particolare, cercheremo di descrivere le idee essenziali che
intervengono quando quest’ultima venga studiata entro due pro-
spettive diverse: quella della teoria dell’informazione, e dunque in

Bp, Ruelle, op. cit., p. 177.
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viene presa in considerazione dalla teoria dell’informazione algo-
ritmica. Per definire la sofisticazione si devono distinguere due
parti differenti nella descrizione di un oggetto. L’'una consiste in
una lista delle sue proprieta, che rende conto della sua struttura,
I’altra tende invece a specificarlo nella classe degli oggetti che con-
dividono la sua stessa struttura. La sequenza

000011001111001100000011110000111100110011...

puo essere descritta notando innanzitutto che per ogni intero n il
simbolo 2n-esimo & uguale al (2n-1)-esimo, cioé che i simboli ven-
gono in coppie uguali. Possiamo quindi specificare la sequenza par-
ticolare delle coppie osservate

001011010001100110101...

ma se dobbiamo predire la continuazione della sequenza, potremo
soltanto dire che, presumibilmente, sara composta da coppie ugua-
li di simboli, ma senza poter dire in alcun modo quali coppie. Ora,
una sequenza aleatoria non ha alcuna struttura. Di conseguenza la
sua descrizione consiste soltanto in quest’ultima parte, cioé nella
sua specificazione nella classe di tutte le sequenze aleatorie. Defini-
remo allora la sofisticazione di una sequenza, come la lunghezza,
nella sua descrizione minimale, della parte che riguarda la sua
struttura. In questo modo, tanto le sequenze “semplici” quanto
quelle casuali hanno una sofisticazione trascurabile. La definizione
formale ricorre ancora alle macchine di Turing universali e le due
parti della descrizione di una sequenza corrispondono alle due no-
zioni di programma e di dati rispettivamente. Di nuovo, I’ispirazio-
ne per questa definizione proviene dalla biologia, in particolare
dall’analisi del DNA. In particolare, la metafora comune secondo
la quale il DNA svolge il ruolo di programma genetico é stata criti-
cata da Atlan,33 che invece considera le sequenze di DNA come “da-

33 $i vedano ad esempio i gia citati colloqui di Cerisy.

124





http:derata.35
http:pertinente.34



http:questione.37




La conseguenza di tutto questo & che non possiamo determinare
in modo ricorsivo, cioé per mezzo di un’unica procedura finita, la
complessita di tutte le sequenze di lunghezza data abbastanza gran-
de. In particolare, un’asserzione del tipo “la sequenza infinita S ¢é
aleatoria”, o é falsa, oppure é indecidibile.

Ma dove siamo arrivati? Siamo partiti con una sequenza binaria
molto lunga, cercando di caratterizzarne la “complessita di fabbri-
cazione”. A questo scopo abbiamo preso un automa universale e gli
abbiamo chiesto di farne una “recensione ottimale”. Poi ci siamo
accorti che per questo dovevamo fornire al nostro automa un su-
per-programma che fosse in grado di eseguire un vaglio tra tutte le
possibili recensioni di tutte le possibili sequenze della stessa lun-
ghezza, per vedere se ve ne fossero di appropriate per la nostra se-
quenza, e tra queste, quale fosse quella ottimale, cioé la piu breve.
E la conclusione é stata che, a parte casi particolarmente “sempli-
ci” che un po’ schematicamente possiamo classificare come eccezio-
nali, se la nostra sequenza é lunga abbastanza, I’esistenza di una
tale recensione ottimale puo essere indecidibile.

Per quanto sorprendente questa conclusione possa essere, pos-
siamo sempre pensare che sia il frutto di una perversione intrinseca
di certi sistemi astratti come la logica formale o la teoria degli auto-
mi e che, in definitiva, poco abbia a che vedere con la “vera” natura
della sequenza simbolica che abbiamo pazientemente compilato co-
dificando la successione degli stati di un qualche sistema fisico.

Ma, ancora una volta, la complessita delle cose che ci circonda-
no viene a sorprenderci. Uno degli aspetti interessanti nello studio
dei “sistemi complessi” degli ultimi anni é infatti I’osservazione che
alcuni sistemi “fisici”, anche apparentemente molto semplici, come
ad esempio il Gioco della vita, sono in grado, in opportune condi-
zioni, di ... “comportarsi come automi universali”. Cerchiamo ora
di chiarire questo punto. Cié c¢i dara anche I’occasione di discutere
brevemente altre misure della complessita associate alla grammati-

ca dei linguaggi formali.
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il comportamento di un particolare sistema fisico e le prestazioni di
una classe di automi, pué essere vista come una proprieta emergen-
te del sistema in questione. Una proprieta cioé della quale difficil-
mente si sarebbe potuto prevedere I’occorrenza prima di osservare
I’evoluzione del sistema stesso.

Esiste una classificazione gerarchica dei linguaggi formali e del-
le corrispondenti classi di automi che li generano, la gerarchia di
Chomsky, la quale, se anche non esaustiva, costituisce un impor-
tante riferimento per la classificazione di comportamenti di “com-
plessita e generalita crescente” nei sistemi fisici.

Al grado pii basso della gerarchia si trovano i linguaggi regola-
ri, ossia i linguaggi generati da un automa finito. Quest’ultimo pué
esgere pensato come una macchina di Turing ipersemplificata, alla
quale gia stato tolto I’accesso al nastro (dunque anche ogni accesso
alla memoria), con un numero finito di stati interni e con le relati-
ve regole di transizione da uno stato all’altro. Il meccanismo di
controllo di un ascensore & un esempio di automa finito. Infatti
non ricorda nulla della sequenza delle richieste di servizio prece-
denti e il suo comportamento dipende soltanto dal piano al quale
si trova, dalla direzione del moto (su o gin) e dall’insieme delle ri-
chieste non ancora soddisfatte. E utile pensare ad un grafo finito,
cioé un insieme di nodi connessi tra loro da un insieme di archi as-
sociati ai vari simboli dell’alfabeto (non necessariamente distinti).
Le parole del linguaggio corrispondono dunque ai cammini possi-
bili lungo il grafo. Date le regole grammaticali di un linguaggio re-
golare L, stabilite ad esempio assegnando I’insieme delle parole
proibite, si pudé mostrare che esiste un unico grafo minimale G
(cioé con il pit piccolo numero di nodi) che accetta (o riconosce, o
genera) tutte le parole di L.3% Evidentemente, piu grande é il nu-
mero di nodi di G pit complicato sara ’insieme delle regole gram-
maticali necessarie a descrivere L come linguaggio regolare. Un in-
dicatore di complessita, facilmente ed esattamente calcolabile, per

39 Cfr. J. E. Hoperoft e 1. D. Ullman, op. cit.
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una sequenza simbolica descritta da un linguaggio regolare L ¢ al-
lora dato da40

Cgy = log, N(G) (10)

dove N(G) é il numero di nodi del grafo minimale G che genera L.

Molti sistemi dinamici interessanti danno luogo a sequenze sim-
boliche descritte da linguaggi regolari. In particolare, sara questo
il caso ogni volta che sia possibile costruire una partizione di
Markov finita, ossia una decomposizione dello spazio degli stati del
sistema in un numero finito di elementi disgiunti, con la proprieta
che, trovandosi in un dato elemento, esiste una regola, fissata una
volte per tutte, che consente di stabilire in quali elementi ci si puo
trovare al passo successivo e in quali no.4!

40, Wolfram, «Computation theory of cellular automata» (1984), in S. Wolfram, op.
cit. Osgerviamo che la grandezza definita Cp, ha un carattere puramente “topologico”, os-
sia dipende soltanto dalle configurazioni possibili del sistema, senza tenere in alcun conto
la probabilita con cui ciascuna configurazione pué realizzarsi. Nello spirito della teoria
dell’informazione sarebbe pit appropriato definire la complessita di un linguaggio regolare
come -3, p. log, p;dove la somma si estende all’insieme di tutti i nodi del grafo e p; ¢ la pro-
babilita di visitare I’i-esimo nodo (vedi, ad esempio, P. Grassberger, op. cit.).

41 Ad esempio per il sistema dinamico definito in (5), con r = 4, i due intervalli [0, 1/2] e
[1/2, 1] determinano una partizione di Markov di [0, 1] per cui la regola di transizione & ba-
nale: ciascun intervallo pud essere raggiunto a partire da ciascun altro. Conseguentemente,
la dinamica sara descritta da un linguaggio regolare in cui tutte le sequenze possibili di 0 e 1
sono permesse. 1] grafo minimale corrispondente ¢é fatto da un solo nodo da cui partono e ri-
tornano due archi contrassegnati dai simboli 0 e 1 rispettivamente. In questo caso si ha dun-
que Cp; = log, 1 = 0. Un esempio leggermente pin complicato é dato dalla “mappa a tetto”,
definita dall'iterazione x,,=a+2 (1 -a) z_,8e x, < 0,5; 5 ,, =2 (1 - z,), se x, 20,5, con la
scelta a = (3 - V3)/4. In questo caso, il punto “critico” x = 0,5 appartiene ad un’orbita perio-
dica di periodo 5. Ogni orbita, i cui punti vengano codificati da 0 se 3i trovano a sinistra di
0,5 ¢ da 1 ae si trovano a destra, é descritta da un linguaggio regolare con due sole parole
proibite, 000 e 0011, € generato da un grafo minimale con quattre nodi (che corrisponde ad
una partizione di Markov con quattro elementi). In questo caso dunque si ha Cp; = log, 4 = 2.
Osserviamo che, inversamente, 'entropia della mappa a tetto é minore di quella del sistema
(5). Osserviamo infine che se, per il sistema (5), prendiamo la condizione iniziale x, nel pun-
1o critico, cioé xy= 1/2,si ha z, = 1, x,=0, e quindi x| = 0 per ogni n 2 2. In altre parole il
punto critico viene mandato in un punto periodico in due iterazioni (in questo caso x =0 & un
punto fisso, cioé periodico con periodo uguale a uno). Piil in generale, facendo variare il pa-
rametro r nell'intervallo (0, 4], la trasformazione (5) da luogo ad un linguaggio regolare ogni
volta che il punto critico va a finire su un'orbita periodica dopo un numero finito di itera-
zioni. Se cid non accade, le sequenze generate dall’iterazione di (5) non ammettono una
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Nella gerarchia di Chomsky i linguaggi formali vengono classifi-
cati essenzialmente sulla base della capacita di memoria della clas-
se di automi ad essi associati. Sopra i linguaggi regolan troviamo i
linguaggi non-regolari, distinti progressivamente in linguaggi liberi
dal contesto (context-free), dove la memoria & data da un numero
fisso di elementi disponibili ad ogni istante fissato; i linguaggi sensi-
bili al contesto (context-sensitive), per i quali la memoria disponi-
bile ¢ proporzionale alla lunghezza della sequenza d’ingresso; e, al
grado piu alto, i linguaggi formali senza restrizioni (unrestricted),
il cui automa associato & la macchina di Turing, gia discussa, dun-
que con memoria illimitata.

Abbiamo gia visto alcuni esempi di sistemi associati ad un lin-
guaggio regolare. Pin in generale, quali che siano le leggi di evolu-
zione e lo stato inziale di un sistema dinamico discreto, le configu-
razioni generate in un numero finito di passi temporali corrispon-
dono sempre ad un linguaggio regolare. Il problema nasce quando
si voglia comprendere le configurazioni asintotiche, cioé quelle ot-
tenute con un numero idealmente infinito di iterazioni. Per alcune
classi di sistemi dinamici discreti é stato mostrato che la comples-
sita del linguaggio regolare prodotto dopo un certo tempo finito é
nna funzione non-decrescente del tempo. In altre parole, per de-
scrivere le configurazioni generate da un sistema al passare del
tempo sono necessarie regole grammaticali sempre piu complicate
(cioé grafi sempre piu grandi). Cid fornisce una caratterizzazione
quantitativa della progressiva autorganizzazione, cioé emergenza
di proprieta strutturali, del sistema.42 D’altra parte sappiamo che i
linguaggi non-regolari non possono essere modellizzati da un grafo

grammatica finita ma non & noto in generale a quali classi della gerarchia di Chomsky possa-
no appartenere (in questa direzione vedi P. Kurka, «Language complexity of unimodal sy-
stems», in Complex Systems, vol. 10 (1996), pp. 283-300). Un approccio possibile per lo stu-
dio di tali sequenze in termini di complessita grammaticale &€ quello di approssimarle con
grafi sempre piu grandi, studiando quindi le proprieta di convergenza di tali approssimazio-
ni. Tuttavia, la questione di una classificazione generale e, ancor di pil, di una corrispon-
denza quantitativa tra “caoticita’ e “complessita™, ¢ tuttora, largamente, terra incognita.

42 Nel quadro della teoria degli automi cellulari questo fatto & atato interpretato come
una generalizzazione del secondo principio della termodinamica a sistemi non-reversibili.
Cfr. 8. Wolfram, op. cit.
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finito e dunque, per loro, C, diverge. Tutto cié suggerisce che un
possibile programma di classificazione del comportamento dei si-
stemi fisici potrebbe essere quello di stabilire una corrispondenza
tra le configurazioni asintotiche generate da un dato sistema ed una
grammatica particolare tra quelle elencate sopra. In tal modo, pro-
cedendo lungo la gerarchia di Chomsky si passerebbe da sistemi
meno complessi a sistemi piti complessi, dove adesso 1’aggettivo
complesso avrebbe un’accezione diversa da quella di casuale o
aleatorio, e si riconduce alla complessita grammaticale o computa-
zionale dei corrispondenti linguaggi.43 Gid un numero significativo
di sistemi di interesse fisico, biologico ed artificiale sono stati ricon-
dotti a linguaggi non-regolari.#* In particolare certi sistemi dinami-
ci che si trovano ai margini del caos. Con cio si intende in generale
il punto di passaggio tra una situazione descrivibile in termini di
configurazioni periodiche e dunque “semplici”, ad una in cui vi sia
dipendenza sensibile dalle condizioni iniziali e dunque “caos”. Ti-
picamente questa transizione si realizza al variare di uno o pit pa-
rametri presenti nel sistema4> ed é caratterizzata dalla compresen-
za di strutture osservabili su diverse scale, cioé a diversi gradi di
risoluzione: simbolo per simbolo, parola per parola, frase per fra-
se ecc. e cio, talvolta, corrisponde al fatto che I’attrattore del siste-
ma ha una struttura frattale. Infine, sono stati studiati esempi

43 I termini complessita computazionale e complessiti grammaticale di un lin jo for-
P P P gr guaggy
male vanno intesi, temporaneamente, nel senso abbastanza generico di difficolta di formula-
re e/o di applicare le sue regole grammaticali.

44 Per un quadro generale rimandiamo al gia citato libro di R. Badii ¢ A. Politi.

45 Un esempio ¢ dato dal sistema (5) con la acelta r = r_=3,5699456... Se r & piu grande di
r., U sistema ¢ caotico, con entropia positiva. Se invece r & piu piccolo di r_, i pud costruire
una successione r, di valori del parametro rtaliche r, Sr_, er, = r_, con la proprieta che
quando r = r, il punto critico x =1/2 fa parte di un’orbita periodica super-stabile di periodo
2k. Quest’orbita funziona da attrattore per quasi ogni altra orbita del sistema. Quando r
raggiunge il valore limite r_, la chiusura dell’orbita del punto critico determina un attratto-
re, detto attrattore di Feigenbaum, che & un insieme di Cantor, cioé un insieme frattale, sul
quale I’azione del sistema corrisponde all’operazione di addizionare 1 a ogni intero diadico
(adding machine). Osserviamo che I’entropia di questo sistema ¢ nulla. D'altra parte abbia-
mo gii osservato (cfr. nota 27) che in questo caso I'indicatore di complessita Cp,, ¢ addirittu-
ra infinito. Sarebbe pertanto di estremo interesse caratterizzare questa situazione in termini
di complessita computazionale.

133


http:non-regolari.44
http:linguaggi.43

Stefano Isola

espliciti di automi cellulari, tra questi il gia menzionato Gioco della
vita, in grado di generare sequenze di complessita grammaticale
corrispondente al grado pin alto della gerarchia di Chomsky. In al-
tre parole si tratta di sistemi con la stessa potenza di calcolo di una
macchina di Turing universale.

E qui ritroviamo il filo del discorso iniziato nella sezione prece-
dente. Come abbiamo visto, un modo di predire il comportamento
di un certo sistema, o di calcolarne certe proprieta a partire dal
comportamento osservato, consiste nel far eseguire una certa pro-
cedura da una macchina universale. E abbastanza intuitivo che se
il sistema in questione ha una complessita computazionale minore
di quella della macchina universale, allora sara in generale possibi-
le effettuare il calcolo o la predizione in modo “abbreviato” rispet-
to all’evoluzione del sistema stesso. Ad esempio potremo calcolare
in un tempo finito grandezze, come I’entropia o altro, che compor-
terebbero I’osservazione del sistema per un tempo a priori infinito.
D’altra parte, se il sistema & computazionalmente equivalente a
una macchina universale, allora nessuna “abbreviazione™ sara
possibile. Cosl, in particolare, questioni riguardanti il suo compor-
tamento asintotico potranno essere formalmente indecidibili. Ad
esempio, un problema analogo al problema dell’arresto in una
macchina di Turing sara quello di decidere se una data configura-
zione iniziale produrra eventualmente uno stato finale costante
prestabilito. E questo problema pué dunque essere indecidibile.

Allo stesso modo del calcolo della complessita algoritmica, quan-
tita rilevanti nella caratterizazione di un sistema, come ad esempio
la sua entropia, possono risultare incalcolabili.

In forma di epilogo
Queste osservazioni, parziali e ancora poco formalizzate, mo-
strano come il problema della complessita si presenti sempre con

due facce, come Giano. Appena cerchiamo di catturarne I’essenza
nei fenomeni che osserviamo, mettendo in gioco gli strumenti logici

134





http:ricercare�.46




